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Рассматривается многоуровневое обобщение модели «нападение-
оборона», определенное и изученное Ю.Б. Гермейером. Она является
модификацией модели О. Гросса. Сходная модель была предложена
В.А. Гореликом для производства бензина. Предлагается простейшее
расширение модели «нападение-оборона», состоящее в том, что оборо-
на каждого пункта имеет многоуровневый характер, но эффективность
средств обороны не зависит от номера уровня. В этих предположениях
игровая модель полностью изучена и получено прямое обобщение ре-
зультатов одноуровневой модели на многоуровневый случай, которые
могут быть использованы для построения многоуровневой обороны.
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Введение
Рассматривается задача распределения ресурсов в многоуровневой модели
«нападение-оборона». В общем случае эта задача может быть сведена к задаче ли-
нейного программирования. Однако в простейшем случае, когда эффективность
средств обороны не зависит от номера уровня, ее решение может быть найдено
при помощи алгоритма последовательного распределения ресурса предложенного
в работе [11]. Это приводит к выражению для оптимального значения критерия
в форме близкой к использованной в модели «нападение-оборона», определенной
и изученной Ю.Б. Гермейером в работе [2]. Она является модификацией моде-
ли О. Гросса [1]. Сходная модель была предложена В.А. Гореликом для произ-
водства бензина [3]. Таким образом, поставленная задача распределения ресурсов
позволяет обобщить модель «нападение-оборона» в части учета многоуровневого
характера обороны каждого пункта. Описанная многоуровневая игровая модель
«нападение-оборона» изучается в настоящей работе. При этом получено прямое
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обобщение решения одноуровневой игры «нападение-оборона» [4] на многоуров-
невый случай, которое может быть использовано для построения многоуровневой
обороны.
Непрерывные и дискретные постановки основных задач распределения ресур-
сов систематически изложены в [5]. В частности принцип уравнивания Ю.Б. Гер-
мейера, на котором основано вычисление гарантированного результата обороны,
являющегося значением игры «нападение-оборона». В работе [6] изучалась модель
Гросса с непротивоположными интересами сторон, в работах [7,8] – гарантирован-
ный результат защиты с произвольными выпуклыми аддитивными функциями
выигрыша в условиях целочисленности переменных, в работах [9,10] – динамиче-
ские расширения модели. В военных моделях пункты интерпретируются обычно
как направления и характеризуют пространственное распределение ресурсов за-
щиты по ширине фронта обороны. Однако реально имеет место также простран-
ственное распределение ресурсов защиты по глубине обороны, характеризующейся
количеством уровней защиты на данном направлении.
В работе [11] изучалась простейшая модель многоуровневой системы защиты
на заданном направлении. В работе [12] дополнительно учитывались вероятно-
сти воздействия на каждом уровне защиты, определяемые формулой Эрланга. В
работе [13] эти результаты получают дальнейшее развитие в части учета предвари-
тельного подавления средств защиты нападением. В работе [14] были определены
и изучены различные информационные расширения игры «нападение-оборона»,
исследованной в [4], на орграфах с одним источником и стоком, которые опреде-
ляют возможные пути подхода к обороняемому объекту.
1. Многоуровневая модель «нападение-оборона»
Имеется 𝑇 уровней защиты с номерами 𝑡 = 0, 1, ..., 𝑇 − 1. Пусть 𝑋 и 𝑈 – об-
щее количество средств нападения и обороны, которые считаются однородными и
бесконечно-делимыми. Стратегия обороны состоит в распределении своих средств
по уровням защиты в соответствии с вектором:
𝑢 = (𝑢0, ..., 𝑢𝑇−1) ∈𝑊 = {𝑢|
𝑇−1∑︁
𝑡=0
𝑢𝑡 6 𝑈, 𝑢𝑡 > 0, 𝑡 = 1, ..., 𝑇 − 1} . (1)
Пусть 𝑥𝑡 – количество средств нападения противника, прорвавшихся к 𝑡-му уровню
защиты на заданном направлении, 𝑡 = 0, 1, ..., 𝑇 − 1. Динамика системы описыва-
ется уравнением:
𝑥𝑡+1 = 𝐹𝑡(𝑥𝑡, 𝑢𝑡), 𝑡 = 0, 1, ..., 𝑇 − 1 (2)
c начальным условием:
𝑥0 = 𝑋. (3)
Функции 𝐹𝑡(., .) в (2) и величина 𝑋 в (3) считаются известными обороне. Напри-
мер, в простейшем случае, рассмотренном в [11,12] функции 𝐹𝑡(., .) имели вид:
𝐹𝑡(𝑥𝑡, 𝑢𝑡) = max {𝑞𝑡𝑥𝑡, 𝑥𝑡 − 𝑝𝑡𝑟𝑡𝑢𝑡} , 𝑡 = 0, 1, ..., 𝑇 − 1. (4)
Здесь 𝑟𝑡 – предельное количество воздействий по противнику одним средством
обороны, 𝑝𝑡 – вероятность поражения средства нападения противника одним воз-
действием на 𝑡−м рубеже, 𝑞𝑡 = 1−𝑝𝑡 – соответствующая вероятность непоражения.
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Критерий обороны в [11] определялся, как количество 𝑥𝑇 средств нападения,
преодолевших все рубежи защиты на данном направлении:
𝐼(𝑢) = Φ(𝑥𝑇 ) ≡ 𝑥𝑇 . (5)
Требуется так распределить средства защиты по уровням, чтобы минимизировать





Задача (1)-(6) является задачей оптимального дискретного управления (ОПУ) с
общими ограничениями на управляющие воздействия 𝑢𝑡, 𝑡 = 0, 1, ..., 𝑇 − 1.
Другие задачи преодоления защиты с использованием функций максимума ти-
па (4) в игровой постановке изучались в [1]. А именно в [1] изучалась задача
распределения ресурсов по направлениям 𝑖 = 1, ..., 𝑛 на одном уровне защиты, ко-
торую в наших обозначениях можно сформулировать следующим образом. Пусть
𝑅𝑖 – среднее количество средства нападения, которое может уничтожить одна еди-
ница средств обороны на 𝑖-м направлении. Требуется решить антагонистическую





max {0, 𝑋𝑖 −𝑅𝑖𝑈𝑖}. (7)
Пусть 𝑉 и 𝑌 – количество средств нападения и защиты. Стратегия обороны со-
стоит в распределении своих средств по направлениям защиты в соответствии с
вектором:
𝑈 = (𝑈1, ..., 𝑈𝑛) ∈ 𝐴 = {𝑈 |
𝑛∑︁
𝑖=1
𝑈𝑖 = 𝑉,𝑈𝑖 > 0, 𝑖 = 1, ..., 𝑛} . (8)
Стратегия нападения состоит в распределении своих средств по направлениям в
соответствии с вектором:
𝑋 = (𝑋1, ..., 𝑋𝑛) ∈ 𝐵 = {𝑋|
𝑛∑︁
𝑡=1
𝑋𝑖 = 𝑌,𝑋𝑖 > 0, 𝑖 = 1, ..., 𝑛} . (9)
Используя выпуклость функции 𝑓(𝑋,𝑈) по 𝑈 , для этой антагонистической игры














будет значением игры и минимаксная стратегия обороны оптимальна. Здесь
𝑋(𝑖) = (0, ..., 𝑋, ...0), где 𝑋 стоит на 𝑖-м месте, а остальные координаты равны
нулю. При этом оптимальной стратегией нападения является смешанная стра-
тегия, состоящая в том, чтобы сосредоточить все силы на одном направлении в
соответствии с оптимальным распределением вероятностей, которое может быть
получено по формулам, также приведенным в [4].
60 ПЕРЕВОЗЧИКОВ А.Г., РЕШЕТОВ В.Ю., ШАПОВАЛОВ Т.Г.
Сопоставляя поставленную в [11,12] задачу (6) управления ресурсами обороны
с последним минимаксом в (10), убеждаемся, что можно рассматривать задачу (6)
как другой способ определения функции 𝑓 в (10):
𝑓(𝑋(𝑖), 𝑈) = max {0, 𝑋 − 𝑃𝑖𝑈𝑖} . (11)
Более того, в [11] было показано, что при 𝑝𝑡 ≡ 𝑃, 𝑞𝑡 ≡ 𝑄, 𝑟𝑡 ≡ 𝑅 и отсутствии
предварительного подавления средств защиты нападением имеет место формула
𝐼* = max
{︀
𝑄𝑇𝑋,𝑋 − 𝑃𝑅𝑈}︀ , (12)







𝑄𝑇𝑖 𝑋𝑖, 𝑋𝑖 − 𝑃𝑖𝑅𝑖𝑈𝑖
}︀
. (13)
Заметим, что 𝑄𝑖 = 0 влечет 𝑃𝑖 = 1 и функция выигрыша (13) превращается в
(7). Таким образом, игровая модель (8),(9),(13) обобщает игровую модель (7)-(9) в
части учета многоуровневого характера обороны каждого направления (пункта).
Следует отметить, что условие 𝑝𝑡 ≡ 𝑃, 𝑞𝑡 ≡ 𝑄, 𝑟𝑡 ≡ 𝑅 представляется мало
реалистичным, но в общем случае 𝑝𝑡 ̸= 𝑃, 𝑞𝑡 ̸= 𝑄, 𝑟𝑡 ̸= 𝑅 не удается выразить оп-
тимальное значение 𝐼* аналитически подобно (12). Хотя соответствующая задача
может быть сведена к задаче линейного программирования [15].
Замечание 1. Модель выдерживает случай 𝑇 = 𝑇𝑖, 𝑖 = 1, 2, ..., 𝑛, в том смысле, что
все дальнейшие результаты сохраняются и для переменного количества рубежей.
Заметим, что функция (13) выпукла по 𝑈 . По теореме 5.4 в [4] значение 𝑣
игры (8),(9),(13) совпадает с наилучшей гарантированной оценкой 𝑣 обороны и
минимаксная стратегия обороны оптимальна. Займемся исследованием этой игры
в чистых и смешанных стратегиях, следуя [4].
2. Исследование многоуровневой игровой модели
2.1 Максиминная стратегия нападения
Зададимся вопросом, когда величины под знаком максимум в 𝑖-м слагаемом в
(13) совпадают, т.е. когда справедливо равенство:
𝑄𝑇𝑖 𝑋𝑖 = 𝑋𝑖 − 𝑃𝑖𝑅𝑖𝑈𝑖.







(1 + 𝑄𝑖 + ... + 𝑄
𝑇−1
𝑖 ).
Это минимальное количество средств обороны, при котором все средства напа-
дения получат воздействие на всех рубежах 𝑖-го направления. Определим теперь
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𝐹 (𝑋,𝑈) 6 𝐹 (𝑋, ?¯?) =
𝑛∑︁
𝑖=1
𝑄𝑇𝑖 𝑋𝑖 6 𝑌 max
𝑖=1,2,...,𝑛
𝑄𝑇𝑖 . (16)
В противоположном с (15) случае имеет место оценка:
min
𝑈∈𝐵
𝐹 (𝑋,𝑈) 6 𝐹 (𝑋, ?¯?) =
𝑛∑︁
𝑖=1
(𝑋𝑖 − 𝑃𝑖𝑅𝑖𝑈𝑖) 6 𝑌 − 𝑉 min
𝑖=1,2,...,𝑛
𝑃𝑖𝑅𝑖. (17)
Из (16),(17) следует оценка:
min
𝑈∈𝐵
𝐹 (𝑋,𝑈) 6 max(𝑌 max
𝑖=1,2,...,𝑛
𝑄𝑇𝑖 ;𝑌 − 𝑉 min
𝑖=1,2,...,𝑛
𝑃𝑖𝑅𝑖). (18)
Покажем, что выражение в правой части (18) представляет собой наилучший га-
рантированный результат нападения 𝑣 и найдем соответствующую максиминную
стратегию.
Разберем два случая в зависимости от того, чему равен максимум в правой
части (18). Предположим, что имеет место неравенство:
𝑌 max
𝑖=1,2,...,𝑛






𝑄𝑇𝑖 ;𝑌 − 𝑉 min
𝑖=1,2,...,𝑛
𝑃𝑖𝑅𝑖) = 𝑌 max
𝑖=1,2,...,𝑛
𝑄𝑇𝑖 = 𝑌 𝑄
𝑇
𝑖* =
max(𝑌 𝑄𝑇𝑖* ;𝑌 − 𝑃𝑖*𝑅𝑖*𝑉 ) == min
𝑈∈𝐵




Отсюда в силу (18) следует, что стратегия 𝑋(𝑖
*) является максиминной при любом
𝑖* ∈ 𝐴𝑟𝑔 max
𝑖=1,2,...,𝑛
𝑄𝑇𝑖 и правая часть (18) представляет наилучший гарантирован-
ный результат нападения в случае (19).
Предположим, что имеет место противоположное неравенство:
𝑌 max
𝑖=1,2,...,𝑛






𝑄𝑇𝑖 ;𝑌 − 𝑉 min
𝑖=1,2,...,𝑛
𝑃𝑖𝑅𝑖) =
= 𝑌 − 𝑉 min
𝑖=1,2,...,𝑛
𝑃𝑖𝑅𝑖 = 𝑌 − 𝑉 𝑃𝑖**𝑅𝑖** = max(𝑌 𝑄𝑇𝑖** ;𝑌 − 𝑃𝑖**𝑅𝑖**𝑉 ) =
= min
𝑈∈𝐵
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Отсюда в силу (18) следует, что стратегия𝑋(𝑖
**) является максиминной при любом
𝑖** ∈ 𝐴𝑟𝑔 min
𝑖=1,2,...,𝑛
𝑃𝑖𝑅𝑖 и правая часть (18) представляет наилучший гарантиро-
ванный результат нападения в случае (20).
Замечание 2. В случае 𝑅𝑖 = 𝑅 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 можно положить 𝑖
** = 𝑖*, в противном
случае возможно, что 𝑖** ̸= 𝑖*. Таким образом, максиминная стратегия в общем
случае зависит от того выполняется неравенство (19) или нет. В этом отличие
от классической модели Гермейера, изученной в [4], в которой всегда существует
единая максиминная стратегия.
2.2 Минимаксная стратегия обороны
В силу выпуклости функции 𝐹 (𝑋,𝑈) по 𝑋 максимум по 𝑋 достигается в одной















max(𝑄𝑇𝑖 𝑌 ;𝑌 − 𝑃𝑖𝑅𝑖𝑈𝑖).
Переставляя местами два последних оператора максимума, что возможно в силу









𝑄𝑇𝑖 ;𝑌 − min
𝑖=1,2,...,𝑛
𝑃𝑖𝑅𝑖𝑈𝑖).
Первое выражение под знаком максимума не зависит от 𝑈 , поэтому минимум по















Согласно принципу уравнивания Гермейера (см. [5], стр. 312) максимум
по 𝑈 достигается в единственной точке, которая определяется из условия
𝑃𝑖𝑅𝑖𝑈𝑖 = 𝜆 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡. Откуда получаем, что 𝑈𝑖 = 𝜆/𝑃𝑖𝑅𝑖, 𝑖 = 1, 2, ..., 𝑛, откуда
можно найти 𝜆 = 𝑉/(
𝑛∑︀
𝑖=1
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и правая часть (22) представляет наилучший гарантированный результат обороны,
являющийся значением игры.
2.3 Смешанная стратегия нападения







𝑝0𝑖 = 1, 𝑝
0
𝑖 > 0, 𝑖 = 1, 2, ..., 𝑛,
где 𝐼𝑋(𝑖) – вероятностная мера, сосредоточенная в точке 𝑋
(𝑖). Чтобы убедить-
ся, что стратегия 𝜑0 является оптимальной достаточно проверить неравенство
𝐹 (𝜑0, 𝑈) > 𝑣 = 𝑣 для любого 𝑈 ∈ 𝐵, поскольку второе неравенство, опреде-
ляющее седловую точку, вытекает из того, что 𝑈* – минимаксная стратегия:
𝐹 (𝑋,𝑈*) 6 max
𝑋∈𝐴




= 𝑣 = 𝑣.
Разберем два случая в зависимости от того чему равен максимум в правой
части (22). Предположим, что имеет место неравенство:
𝑌 max
𝑖=1,2,...,𝑛
𝑄𝑇𝑖 > 𝑌 − 𝑉 min
𝑖=1,2,...,𝑛
𝑃𝑖𝑅𝑖. (23)
Тогда оптимальной является стратегия 𝜑0 = 𝐼𝑋(𝑖*) при любом 𝑖
* ∈ 𝐴𝑟𝑔 max
𝑖=1,2,...,𝑛
𝑄𝑇𝑖 ,
т.е. чистая стратегия 𝑋(𝑖
*). Это соответствует случаю 𝑝0𝑖 =
{︂
1, 𝑖 = 𝑖*,
0, 𝑖 ̸= 𝑖*. Действи-
тельно, в этом случае справедлива цепочка неравенств:







(𝑖), 𝑈) = 𝐹 (𝑋(𝑖
*), 𝑈) =
= max(𝑌 𝑄𝑇𝑖* , 𝑌 − 𝑃𝑖*𝑅𝑖*𝑈𝑖*) > 𝑌 𝑄𝑇𝑖* = 𝑌 max
𝑖=1,2,...,𝑛
𝑄𝑇𝑖 = 𝑣 = 𝑣,
откуда и следует оптимальность 𝜑0.
Предположим, что имеет место обратное неравенство:
𝑌 max
𝑖=1,2,...,𝑛
𝑄𝑇𝑖 < 𝑌 − 𝑉 min
𝑖=1,2,...,𝑛
𝑃𝑖𝑅𝑖.
Тогда оптимальной является стратегия 𝜑0, когда 𝑝
0









)−1, 𝑖 = 1, 2, ..., 𝑛.
Действительно, в этом случае справедлива цепочка неравенств:





































)−1 = 𝑣 = 𝑣,
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Таким образом, оптимальная смешанная стратегия нападения в общем случае за-
висит от того, выполняется неравенство (23) или нет. В этом также состоит от-
личие от классической модели Гермейера, изученной в [4], в которой всегда суще-
ствует единая оптимальная смешанная стратегия нападения.
3. Числовой пример
Рассмотрим в заключение пример использования полученных формул при
𝑌 = 20, 𝑉 = 15. В таблице 1 приведены другие данные и расчет основных па-
раметров игровой модели.
Таблица 1: Расчет основных параметров игровой модели







1 0,7 2 0,3 4 1,4 0,0081 0,7143 0,4036 6,0538
2 0,6 3 0,4 3 1,8 0,0640 0,5556 0,3139 4,7085
3 0,5 4 0,5 4 2 0,0625 0,5000 0,2825 4,2377∑︀
𝑖 1,7698
При этом 𝑖* = 2, 𝑖** = 1, а значения наилучших гарантированных результатов
сторон приведены в таблице 2 вместе с необходимыми промежуточными резуль-
татами.
Таблица 2: Значения наилучших гарантированных результатов сторон
𝑌 max
𝑖
𝑄𝑇𝑖𝑖 𝑌 − 𝑉 min
𝑖








Из таблицы 2 видно, что справедливо неравенство (19), из которого следует,
что максиминной стратегией нападения является 𝑖* = 2. Неравенство (23), на-
оборот, не выполняется, откуда и следует оптимальность смешанной стратегии 𝜑0
нападения, заданной вероятностями 𝑝0𝑖 в таблице 1. При этом чистой оптимальной
стратегией обороны является минимаксная стратегия 𝑈*. Это верно независимо
от того, справедливы неравенства (19),(23) или нет.
Заключение
В настоящей работе получено прямое обобщение игровой модели Гермейера
«нападение-оборона», состоящее в дополнительном учете уровней защиты на каж-
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дом направлении (пункте) и количества воздействий по средствам нападения, ко-
торое может осуществить оборона на каждом уровне. Показано, что максиминная
и оптимальная смешанная стратегия нападения в общем случае зависит от соотно-
шения исходных экзогенных параметров модели. В этом также состоит отличие от
классической модели Гермейера, в которой всегда существует единая максиминная
и оптимальная смешанная стратегия нападения.
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Multi-level generalization of the “attack-defense” model defined and worked
out by Germayer U.B. is studied in the paper. The model is the modification
of O. Gross model. A similar model was suggested by Gorelik V.A. for
petrol production. The easiest expansion of the “attack-defense” model is
suggested. It consists in the fact that defense of each center has multilevel
structure but the efficiency of defense equipment doesn’t depend on the
level number. In these suggestions the game model is fully explored and
the direct generalization of one-level model results on multi-level occasion
was found. These results can be used for building up multi-level defense.
Keywords: game “attack-defense”, maximin strategy of attack, guaran-
teed attack result, minimax defense strategy, guaranteed defense result,
game meaning, optimal mixed attack strategy, optimal net protection strat-
egy.
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